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s conceitos da mecanica bdsica aplicam-se na determinagao das

forcas e suas correspondentes reagdes em estruturas rigidas sub-

metidas a carregamentos externos. Nosso objetivo ao estudd-la
neste livro é prover o técnico de nivel médio de algumas ferramentas indispen-
sdveis para os cdlculos de resisténcia dos materiais e para o estudo de elementos
de mdquinas.

|.I Grandezas escalares e vetoriais

Grandezas escalares

Sao aquelas que ficam definidas quando conhecemos seu valor numérico e a cor-
respondente unidade. Por exemplo, tempo, massa, drea, volume.

Quando dizemos que uma caixa-d’4gua, como a do esquema indicado na figura
1.1, tem arestas iguais a 1 m e volume igual a 1 m’ (1 metro ctibico), e se comple-
mentarmos com a informacio de que a densidade da dgua ¢ igual a 1000 kg/m?,
estamos afirmando que a massa da dgua contida na caixa ¢ de 1000 kg, ¢ nada
mais precisamos acrescentar para definir essas grandezas.

Figura I.1

Representacao geométrica
de uma caixa-d'dgua.
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Grandezas vetoriais

Sao grandezas que, para serem definidas, necessitam de valor numérico, uni-
dade, direcao e sentido. Matematicamente sdo representadas por vetores. Sio
exemplos a for¢a e a velocidade.




Podemos observar na figura 1.2 um automével deslocando-se de A para B com

velocidade de 100 km/h.

Para o perfeito entendimento da velocidade, além do valor numérico e da unida-
de, sdo necessdrios a dire¢ao e o sentido. Por isso dizemos que a velocidade é uma
grandeza vetorial.

Para essas condi¢oes, temos:

* Valor numérico: 100.

* Unidade: km/h (quilémetros por hora).

* Diregao: reta que liga os pontos A e B.

* Sentido: da esquerda para a direita (de A para B).

.2 Vetores

O vetor é uma entidade matemdtica importante para a solugao de problemas. A
figura 1.3 indica uma aplica¢io bastante conveniente dos vetores, em que pode-
mos observar que a forga resultante serd a soma das for¢as individuais.
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Inicialmente, avaliamos a for¢a individual de cada participante:

f f‘lb f1 fZa f2b f2c

1a c

Para a esquerda (grupo 1) para a direita (grupo 2)

Em seguida, somamos as for¢as de cada grupo:

— — —

f +1b+f1:1 _f;+f;b+_f; :Fz
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Figura 1.2
Automovel deslocando-se
do ponto A para o ponto B.

Figura 1.3

No cabo de guerra, a
forca resultante que cada
grupo exerce € a soma
das forgas individuais.
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Figura 1.4
Representacdo de um vetor.

Figura 1.5
Representacao de
dois vetores iguais.

Se a forga total do grupo 1 (indicada como F) for igual 4 do grupo 2 (F,), haverd
empate. Caso contrdrio, um dos dois grupos serd vencedor.

Para a solugao dos problemas de mecanica o roteiro é semelhante, porém com
notagido e metodologia especificas.
Definicbes e operagdes com vetores

O vetor é um ente matemdtico que se caracteriza por um valor numérico (mé-
dulo), uma diregdo e um sentido.

Representa-se o vetor por um segmento orientado, neste caso AB , em que A¢éa
origem e B, a extremidade, conforme indicado na figura 1.4.

<l

y o
B

>0

Notagio:

e vetor: V
* médulo do vetor: |\7| ou v

O comprimento do segmento AB em uma escala adotada para representacio
grafica ¢ o mddulo do vetor. O sentido pode ser indicado por uma seta.

A figura 1.5 mostra esquematicamente dois vetores iguais aplicados em pontos
diferentes.

e Médulo: V, = V,.
¢ Direcio: horizontal.
* Sentido: da esquerda para a direita.

Dois vetores sao diferentes quando tém ao menos um desses trés elementos diferente.
Na situacio mostrada na figura 1.6, notamos que, para um disco que gira com ve-

locidade angular constante, sua velocidade tangencial no ponto A é igual a Vi, e
no ponto B, é V2, de forma que V¢ # V3, pois possuem sentidos opostos.
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Figura 1.6
Representacdo das
velocidades tangenciais de
um disco com velocidade
angular constante.

° Médulo: V1 = V2.
* Diregdo: vertical. B
e Sentido: V1 (descendente) e V2 (ascendente).

O vetor oposto de um dado vetor V' ¢ definido como tendo 0 mesmo médulo e
dire¢ao, porém sentido oposto, e é representado por —V, conforme esquemati-
zado na figura 1.7.

Figura 1.7
Esquema ilustrativo de
um vetor oposto.

</

Como os médulos sdo iguais, temos: V +(-V)=0

As operagoes vetoriais podem ser realizadas de modo analitico (por meio de cdl-
culos) ou grifico.

I.2.1 Adicao vetorial

Ha4 trés maneiras de obter a soma de vetores por métodos gréficos.

A primeira é denominada método do paralelogramo. Conforme indicado na fi-
gura 1.8, sdo tragadas linhas auxiliares e paralelas aos vetores V1 e V2. O vetor
soma, ou seja, resultante (indicado por R), pode ser obtido tragando-se uma dia-
gonal que liga o ponto A 2 outra extremidade de R. Em notagéo vetorial, temos

R=Vi+ V2.
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Figura 1.8
Obtencdo da soma de
dois vetores pelo método

do paralelogramo.

Figura 1.9
Soma vetorial pela regra
dos vetores consecutivos.

O outro método é denominado regra dos vetores consecutivos. Uma vez que os
lados do paralelogramo opostos a V1 e V2 sio iguais em médulo e diregao, o

vetor resultante R pode ser obtido unindo a origem de Vi com a extremidade
de Vz ou a origem de V> com a extremidade de V1, conforme representado na

figura 1.9.

,p\
&
,p\

Vi

Da figura 1.9, concluimos também que a adigao de dois vetores é comutativa,
isto ¢, independe da ordem em que V4 e V2 sao tomados. Assim:

V1+V2ZV2+V1

Pelo fato de nio serem grandezas escalares, o médulo do vetor R néo é igual a
soma dos médulos dos vetores V1 e Va.

Portanto, ‘Ii‘ = ‘\71‘ + ‘\72‘
Exemplo

Dados dois vetores P ¢ Q de médulos P =6 e Q = 8, conforme mostra a figura
1.10, determine graficamente o vetor soma R e calcule seu médulo.
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Figura 1.10
Exemplo de aplicacao
da soma de vetores.

Solugio

Para obter graficamente (desenhando em escala) o vetor soma R, pode-se aplicar a

Ver Tridngulo
regra do paralelogramo (figura 1.11a) ou a dos vetores consecutivos (figura 1.11b).

retdngulo no

apéndice sobre
Para resolver analiticamente, serd utilizado o teorema de Pitagoras, de modo trigonometria.

a determinar o médulo do vetor soma (R).

R*=P*+Q*=R*=6"+8°=36+64=R*=100=R =10

Figura I.11
B Determinacdo do
— :
A vetor resultante:
a) regra do paralelogramo;
- /. b) regra dos vetores
. R consecutivos.
(b)
A regra dos vetores consecutivos vale também para trés ou mais vetores.
A soma de trés vetores V1+ V2 + Vs indicados na figura 1.12 é obtida pela adi-
¢ao inicial dos vetores V1 e V2 e, posteriormente, somando o vetor V3 ao vetor
Vi+ V2. Assim, escrevemos:
Vi+V2+Vs =(V1 +V2)+V3
Figura 1.12

Soma de trés vetores.
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Analogamente, a soma de quatro vetores se obtém pela adi¢ao do quarto vetor
a soma dos trés primeiros. Portanto, podemos calcular a soma de qualquer nd-
mero de vetores pela aplicagdo repetida da lei do paralelogramo aos sucessivos
pares de vetores, até que todos os vetores tenham sido substituidos por um dnico
vetor resultante.

Apés arranjarmos os vetores de modo que a origem de um coincida com a extre-
midade do anterior, podemos determinar a soma de N vetores unindo a origem
do primeiro com a extremidade do tltimo, de acordo com a regra do poligono,
como mostra a figura 1.13.

Figura 1.13
Soma de vetores pela
regra do poligono.

Como a adigao vetorial pode ser uma operagdo associativa e é comutativa no
caso de dois vetores, escrevemos:

Vi+V2+ Vs =(Vi+V2)+ Vs =Vs +(Vi+Va2)=Vs + (V2 + Vi) = Vs + Vo + Vi

A ordem na qual os vdrios vetores sao somados ¢ irrelevante.

1.2.2 Subtracio vetorial
Essa operacio, indicada pelo sinal de subtragao, é andloga a adi¢io vetorial.

Dados dois vetores V1 e V2, subtrair um vetor V2 de V1 é o mesmo que somar
o vetor V1 com o vetor oposto de V2, que é —V2.

Denominamos o vetor resultante R vetor diferenca (Vb ) e podemos escrever:
R=Vp=Vi-V: =V1+(—V2)

Exemplo

Dados os vetores P e Q, conforme indicado na figura 1.14, cujos médulos
valem, respectivamente, 3 e 4, determinar o vetor diferenca R=P - Qe cal-
cular seu médulo.




Solugao grifica:

Figura 1.14
Subtracdo de vetores.
P R -
P
_—
Q Q
Regra dos Regra do
vetores paralelogramo

consecutivos

Solugao analitica: R=P-Q=P+ (—6)

Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
R2=P?+Q?2=3?+42=>R?=9+16=25=R=5

[.2.3 Produto de um ndmero real por um vetor

A multiplica¢ao de um nimero real por um vetor nio modifica a direcao dele,

mas pode modificar o sentido ¢ 0 médulo. Assim, o produto k- V, em que K é
um ntmero real e V resulta em um vetor R com as caracteristicas abaixo:

médulo:R = |k| -V - -
diregao: a mesma de V (¢ paralelo a V)
sentido: de V, se k for positivo

Pl
Il

contrdrio a V, se K for negativo
Sek=0 = R=0 (vetor nulo).

Exemplos

1. Dados k = 3 e o vetor V, o resultado gréfico pode ser observado na figura 1.15.

Figura 1.15

i v Exemplo gréfico de

>
Y
w
<i

um vetor produto
de um ndmero real.

2. Dados k = 1,5 ¢ o vetor V, o resultado gréfico pode ser observado na fi-

gura 1.16.
~ Figura 1.16
': >V Exemplo gréfico de um
S vetor produto de um

ndmero real negativo.
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Figura 1.17
Obtencdo do_yetor
componente de V' no
eixo X:em a), positivo;
em b), negativo.

Figura 1.18
Obtencao da projecdo de
um vetor na forma analitica.

[.2.4 Componentes de um vetor

Dados um vetor V indicado pelo segmento orientado AB e um eixo arbitrario
X, o vetor Vx ¢é representado pelo segmento orientado A’B’, em que A’ ¢ B’ sdo
as projecoes ortogonais de A e B sobre o eixo X, conforme pode ser observado na
figura 1.17. Vx ¢ denominado vetor componente do vetor V' no eixo X.

Chamemos de Vx a medida algébrica do segmento orientado A’B’. O sinal de
Vx serd:

* positivo, se o sentido de A’B’ for o mesmo do eixo X;

* negativo, se o sentido de A’'B’ for contririo ao sentido do eixo X.

A componente do vetor no eixo X ou proje¢io de V em X ¢é representada por

V..

Analiticamente, podemos obter a proje¢do do vetor em determinado eixo se co-
nhecermos os dois angulos do tridngulo retingulo formado, conforme mostra
a figura 1.18. A obtengao da proje¢ao serd o médulo do vetor (V) multiplicado
pelo cosseno do 4ngulo que ele forma com o eixo, ou seja, em cada um dos casos
da figura, temos:

em (a) V, =V cosa; em (b) V, =V -cosa




Analogamente, projetando o vetor V' nos eixos X e Y de um plano cartesiano,
obtemos os vetores componentes V, e V, conforme indicado na figura 1.19.
y

<!

Portanto, temos: v = \_/x + vy, € as componentes vx (S vy sao:
V,=V-cosaeV, =V-sena.

Figura 1.19
Projecao ortogonal de
um vetor arbitrario.

Ver lei dos senos e
cossenos no apéndice
sobre trigonometria.

|.3 Estatica

A estética é a parte da mecénica que estuda o equilibrio dos corpos rigidos em
repouso ou em movimento uniforme sob a acio de forcas externas. Nesse

—Na mecanica, diz-se
que corpos estdo em
repouso quando sua
posicao em relacao

estudo, vamos utilizar as nogoes sobre vetores apresentadas nas se¢oes anteriores.

[.3.1 Conceito de forga

Forga é um agente capaz de modificar o estado de movimento de um corpo ou
deformd-lo. Resulta da intera¢io entre dois ou mais corpos, que pode ocorrer
por contato, como a que fazemos para nos locomover, ou a distincia que é o caso
das forgas gravitacionais e eletromagnéticas.

A forga é uma grandeza vetorial, sendo, portanto, indicada por um médulo ou
intensidade, uma dire¢ao e um sentido.

[.3.2 Peso de um corpo

Pela segunda lei de Newton, a resultante das forcas aplicadas a um ponto ma-
terial é igual ao produto de sua massa pela aceleragao que ele adquire. Essa lei
é representada pela expressaio Fr =m-a.

Uma forga particular é a da atragao da Terra sobre um corpo localizado em sua
superficie. Essa forca ¢ chamada peso (P ) desse corpo (figura 1.20). Sob a acio
dessa for¢a, um corpo em queda livre, préximo a superficie do planeta, adquire

a um dado sistema
de referéncia ndo
muda com o tempo.

Movimento de
um corpo sujeito
apenas a atra¢dao

uma aceleragio constante chamada aceleragio gravitacional, designada por g.
Dessa forma, um corpo de massa M sofre uma atragao gravitacional (peso), ver-
tical e dirigida para o centro do planeta, dada por:

P=m-g (.1

gravitacional.
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Figura 1.20

O peso de um corpo
é uma forca exercida a
distancia pelaTerra.

Mais informagdes—
encontram-se no
apéndice Sistemas de

unidades, se¢ao 1.8.

O valor de g (médulo) depende da altitude e da latitude do local em que
¢ medido. Na latitude de aproximadamente 45° e ao nivel do mar ¢é igual a
9,80665 m/s? ou N/kg, sendo N o simbolo de newton, a unidade de for¢a no
Sistema Internacional (SI).

Ver o apéndice
Poténcias de dez,
secao 1.7.

Massa é uma grandeza escalar que indica a quantidade de matéria de um corpo.
E obtida pela comparagio do corpo com um corpo padrio. Por definigdo, a mas-
sa do corpo padrio é de 1 quilograma (simbolo: kg). Alguns de seus maltiplos e
submultiplos sao:

* a tonelada (simbolo: t) = 1t=1000 kg = 10% kg

* o grama (simbolo: g) =19 = 1 kg = !

A q00k
1000 97107 g

Exemplo

Determinar o peso de um corpo de 100 g.

Solucio

E importante notar a diferenga entre massa e peso, conceitos que costumam ser
confundidos. Em primeiro lugar, a massa ¢ uma grandeza escalar, ao passo que
o peso ¢ vetorial. Além disso, a massa é uma caracteristica de cada corpo, in-

dependentemente do lugar em que ele se encontra. Jd o peso pode variar com a
aceleracao gravitacional do local.

No exemplo, em que a massa M é 100 g, vamos supor que se queira saber o peso
do corpo na Terra, admitindo que g seja igual a 9,8 m/s’.

m =100g=0,1 kg

g=9,8 m/s?

.
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Substituindo, na equagao P = mg, temos: P=0,1-9,8=0,98 =1N, ou
seja, a massa de 0,1 kg corresponde a um peso aproximado de 1 N no Sistema
Internacional de unidades (SI).

I.3.3 Conversao de unidades de for¢a no Sl para o Sistema
Técnico e o sistema CGS

No Sistema Técnico de unidades (MK*S), a for¢a é expressa em quilograma-
-forga (kgf), unidade que representa a intensidade do peso de um corpo de massa
1 kg ao nivel do mar, ou seja, sob a aceleragao da gravidade de aproximadamente
9,8 m/s*. Assim, temos:

P=1kg-9,8 m/s?=9,8 N, portanto, 1 kgf =9,8 N.

No sistema CGS (centimetro, grama, segundo) a unidade de for¢a ¢ o dina.
Consideremos o caso dem = 1 kg e @ = 1 m/s?, entdo, segundo a lei de Newton

F =m-a, podemos converter metro para centimetro e kg para g. Assim, temos:
1N=1kg-1m/s?=10%g- 102 cm/s? = 10% g- cm/s? ou 10° dinas.

Portanto, 1 N = 10%d.

1.3.4 Principio da agdo e reagao

As forgas de agao e reagao entre corpos (terceira lei de Newton) tém a mesma
intensidade, a mesma linha de agao, sentidos opostos € a mesma natureza, e sdo
ambas de campo ou ambas de contato. Porém, nao se equilibram, pois estdo
aplicadas em corpos diferentes.

Consideremos um corpo suspenso de massa M, sustentado por um fio ideal
(inextensivel e de massa desprezivel) cuja extremidade ¢é fixa no teto (figura 1.21).

=
Acdo e
B ~Jeto B Regagéo B | =
Fio Fio v
~ -
T d)
A A Acao e
Reacao \ p ¢
i_’
N
a P b) P 0

Figura 1.21

a) Corpo suspenso em
equilibrio estatico;

b) forcas que atuam

no corpo A;

¢) forcas que agem no fio;
d) forca que atua no teto.
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Figura 1.22
Representacdo de um
sistema de forcas.

No corpo atuam a forga P (peso), que ¢ a a¢do do campo gravitacional (confor-
me discutido no item 1.3.2) e a fora T , de contato, exercida pelo fio sobre o cor-
po no ponto A. Como o corpo estd em equilibrio, a for¢a resultante F ¢ nula.

Ouseja, Fr=T>P=0->T=P

Assim, T e P tém a mesma intensidade, porém sentidos opostos, o que ¢ indica-
do na figura 1.21b.

O fio segura o corpo com a for¢a T (a¢io no corpo). Este, por sua vez, reage com
uma forca de mesma intensidade (T) e sentido contrdrio (reagao no fio). Observe
que a agdo estd no corpo ¢ a reacio se faz no fio. Na outra extremidade, o fio
puxa o teto para baixo e este reage puxando o fio para cima com uma forca de
intensidade T’ (figura 1.21c). Como o fio também estd em equilibrio, a resultan-
te das forgas no fio deve ser nula, ou seja:

T-T=0->T=T

A forca de contato T’ tem igual intensidade e sentido oposto ao de T, conforme
mostra a figura 1.21c.

No teto (em d), também em equilibrio, a for¢a T’, a¢io do fio e do corpo sobre
ele, é equilibrada pela agdo do solo, que o sustenta.

[.3.5 Resultante de um sistema de forgas

Consideramos um sistema de forcas F,, F,, ..., F,de pontos de aplicacio
P, P,, ..., P,, respectivamente, indicados na figura 1.22. A soma vetorial de
F,, F,, ..., F, é chamada resultante do sistema de forcas.
Fs
Fr P2
E Fn
P F2 Ps3 P

Se o sistema de forcas estiver aplicado a um tnico ponto, conforme mostra a fi-
gura 1.23, a resultante ¢ a for¢a que, aplicada a esse ponto, tem o mesmo efeito
que o sistema de forgas.

A forga resultante de tal sistema é denominada R. Sendo assim:

R=F+F,+..+F, (12



[.3.6 Caso particular de sistemas de duas forgas

Forgas colineares

Supondo duas forgas que tenham a mesma diregao e 0 mesmo sentido, indicadas
na figura 1.24 como F; e F a resultante R desse sistema terd a mesma direcao
e 0 mesmo sentido das forc;as que o compdem, porém com intensidade igual a
soma das intensidades, como mostra a figura.

P F1 _ A F1 B F C
— — >
F2 R
R=F +F
R=F +F

As forcas F, e F, foram representadas pelos segmentos orientados AB e BC,
de tal forma que a extremidade de F,, que ¢ o ponto B, é a origem da for¢a F,,
0 que os torna consecutivos.

A resultante R ¢é representada pelo segmento orientado de origem A e extremi-

dade C.

Caso as forgas F e F tenham a mesma diregdo e sentidos opostos, como mostra
a figura 1.25, a resultante R terd a mesma direcio das forgas componentes, € o
sentido serd o mesmo da for¢a de maior intensidade.

F P Fr _
R=F +F
A E B R=F1 — F2 (F1 > F2)
—_—
—

Figura 1.23

Sistema de forgas
concentrado em
um Unico ponto.

Figura 1.24

Soma de forcas colineares.

Figura 1.25
Resultante da subtracdo
de forgas colineares de
sentidos opostos.
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Forgas nao colineares

Quando forgas aplicadas em determinado ponto nio sdo colineares, a resultante
R pode ser obtida pela regra dos vetores consecutivos ou simplesmente pela apli-
ca¢do da regra do paralelogramo (conforme discutido na segao 1.2).

Duas for¢as nio colineares, F, e F,, sio aplicadas no ponto P, como mostra a
figura 1.26.

Figura 1.26
Aplicacdo de forcas ndo
colineares no ponto P

A resultante R ¢ representada pela diagonal orientada do paralelogramo que
passa por P e cujos lados orientados sao representacoes de F, ¢ F,.

Para determinarmos a intensidade da resultante, podemos aplicar a lei dos cos-
senos ao triangulo PAC da figura:

R2= F12 + F22_2F1 FZCOS (TC—(X)
Sabendo que cos (T — o) = — coS ., resulta:

R2 = F12 + F22 + 2F1 - FZCOSOL (13)

Exemplo

Na figura 1.27 estdo representadas duas forgas concorrentes, F,, de intensidade
60N, e F,, de intensidade 100N, que formam entre si um angulo de 60°.
Determine a resultante dessas forgas.

Figura 1.27
Representacao de
forcas concorrentes.




Solugio
Podemos determinar o médulo de R pela regra do paralelogramo.
R2=F2+F2+2F,-F,-cosa

R2 =602 =100+ 2-60-100-cos60° =

R2=3600 + 10000 + 6000 = 19600 =

R?=19600 = R=140N

1.3.7 Equilibrio de um ponto material

Pelo principio fundamental da dinAmica (F; =ma), se a aceleragio vetorial for
nula, a for¢a resultante que atua na massa deve ser zero, isto é:

FR=6 ou ﬁ=0

Se a aceleragdo vetorial é nula, ndo hd variagao de velocidade vetorial, portanto, a
velocidade vetorial permanece constante com o tempo. Temos, entio, a seguinte
definigao:

Um ponto material estd em equilibrio quando a resultante de todas as forgas que
atuam sobre ele tem médulo igual a zero.

Método do poligono de forgas

Se um corpo em equilibrio estd sujeito a vdrias for¢as de modo a constituir um
sistema concorrente em um plano, essas forgas, somadas vetorialmente, formam
um poligono fechado (figura 1.28). Se o poligono de forcas ¢ fechado, ou seja, se
a extremidade da tltima forca coincide com a origem da primeira, a resultante
R ¢ nula, conforme mostrado na figura 1.28b.

a) b)
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Figura 1.28
Representacdo gréfica de
poligono fechado de forgas.
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Figura 1.29
Peso suspenso por cabos.

Exemplo

Dado o sistema indicado na figura 1.29, determine as tracoes T nos fios AB e
AC, sabendo que o sistema estd em equilibrio.

Dados: P =100 N; sen 30° =0,5; sen 45° = 0,707 e sen 105° = 0,966.

P

Solucio

Isolando o ponto A, onde concorrem os trés fios, a tragio no fio vertical tem
intensidade igual ao peso P. Nos demais fios, a tragao é denominada Tpg e Tpc.

Como o ponto A estd em equilibrio, a resultante, R, é igual a zero, e o poligo-
no de forcas ¢ fechado.

E conveniente iniciar a construgio do poligono por um vetor conhecido. Dessa
forma, comece pelo vetor P, em um ponto qualquer do plano. Na sequéncia,
trace a linha de agao da forga Tac com origem na extremidade de P e direio
de 30° em relagdo a linha de ag¢do vertical da for¢a P .

O médulo da forca Tac (indicado pelo comprimento do segmento) nio ¢ co-
nhecido, o que dificulta saber onde_g vetor termina. No entanto, a forca Tas
deve terminar na origem da for¢a P formando um angulo de 45° com a di-
recdo vertical. Basta, entao, tracar a linha de acdo da forca Tas e encontrar o
ponto de intersecgao das linhas de agao. Esse ponto define o médulo das forgas
Tas e Tac, conforme mostrado na figura 1.30.



Figura 1.30

Construcdo do

poligono de vetores.

Poligono de forgas no ponto A Poligono de forcas fechado

Linha de agao da forga ﬁc
Tac

O (origem
arbitraria)

o

o)

Linha de agao da forca ﬂB

Aplicando a lei dos senos ao tridngulo do poligono de forgas e lembrando que a
soma dos angulos internos de um tridngulo deve ser 180°, de modo que:

o +30°+45°=180° = a. =105°,

obtemos:

100 _ T _ Te _ 100 T Ty

sen105° sen30° sen45° 0,966 0,5 0,707

100-0,5
= e AB:—:}
0,966 0,5 0,966

100 _ T T =512N

100 _ T, _ . _100-0,707

— = =T, = =T,.=732N
0,966 0,707 AC 0,966 AC

Método de projegdes

As projegdes sobre os eixos coordenados da resultante R de um sistema de n for-
., atuando em um plano, sdo iguais a soma algé-
brica das correspondentes projecoes dessas forgas. Vamos demonstrar isso obser-

cas concorrentes F, F,, ..., F,

vando a figura 1.31, que apresenta uma projegao de n vetores, F,, F,, ... F , nos
eixos X, Y e suas respectivas componentes.
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Figura 1.31
Projecao de vetores
nos eixos X e y.

O somatorio é
representado pela
letra grega sigma
maiuscula 2) e
significa a soma dos
termos ou nUmeros
de uma sequéncia.

De acordo com o enunciado:
R, =F, +F, +...+F, =>F (@14)

R,=F,+F,, +...+F =>F (15

Concluimos, entao, que:
R, =XF,

R, =ZF

y y

O somatorio (ZF,) das forcas na dire¢do X representa a soma algébrica dos

moédulos das forgas componentes no eixo X, e o somatério das forgas na dire-
¢ao y (ZF)) representa a soma algébrica dos médulos das for¢as componentes
no eixo Y.

Se o ponto material estd em equilibrio, a resultante R ¢é nula e consequentemen-
te suas projecoes nos eixos X e y também sao nulas. Dai resulta:

R,=3F, =0 (16)
R,=3F, =0 (1.7)

Portanto, o estudo de equilibrio de um ponto material sob a agao de um sistema
de forgas coplanares fornece duas equacoes escalares.

Exemplo

Determine as tragoes F nos fios AB e AC, sabendo que o sistema estd em equili-
brio, conforme indicado na figura 1.32.
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Figura 1.32

a) Problema proposto
c P, para determinagdo das
tracdes nos fios;

b) aplicacdo das

forcas no ponto A.

60°

>
11\

-
>
@

o}

a) b)

Dados: P = 100 N; cos 60° = 0,5; sen 60° = 0,866.
Solucao

Inicialmente, isolamos o ponto A e aplicamos as for¢as nesse ponto: o peso P e
as tragoes nos fios de sustentacio.

Do tridngulo retingulo da figura, obtemos:

Facx = Fac - COs 60°

Facy = Fac-sen 60°

Como o ponto A estd em equilibrio, pelo método das proje¢oes, temos:

Ry,=0e¢R,=0

De acordo com o diagrama de forgas,

1. Ry=Fpex—Fas =0

Substituindo o valor de Fy¢, na equagio acima:

Fac'€c0s860° - Fpg=0= Fyc-0,5-Fyg=0 (I)

2. Ry=Fye,—-P=0

Fac'sen 60°-P =0 = F,.-0,866 -100=0
100

AC Zm = FAC:115’5N (II)
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Figura 1.33

Momento de uma forca F

em relacao ao ponto O.

Substituindo (II) em (I), temos:

115,50,5_ FAB= 0 = FAB= 57,8 N

Método dos momentos

O momento de uma forga ¢ uma grandeza que tende a fazer os corpos gi-
rar. Uma for¢a F aplicada em um ponto A, a determinada distdncia d do
ponto de referéncia O tende a girar um corpo em relagio a esse ponto fixo

(figura 1.33).

A medida desse momento é dada por:
Mo =+F-d

em que d ¢ a distincia da linha de acdo da forca ao ponto O e F ¢ a intensidade da
forca.

Por convengio, adota-se o sinal (+) se a for¢a F tende a girar o segmento OA em tor-
no de O no sentido anti-horério, e (—) no sentido horrio.

O ponto O é denominado polo ou centro de momento e a distdncia d, brago ou bra-
co da alavanca.

Alinha de acio da forca F éareta que passa pelo ponto A e na diregio de F.

A unidade do momento no Sistema Internacional de unidades (SI) é newton X metro

(N-m).

Consideremos uma chave de boca fixa (figura 1.34) e apliquemos trés forgas
de mesma intensidade na extremidade do cabo. Apesar dessa igualdade en-
tre suas intensidades, a forca P, atuando normilmerlte na chave, é mais efi-
ciente para fazer girar a porca do que as forcas Q e R. Essa maior eficiéncia
pode ser percebida quando calculamos os momentos das for¢as em relagao
ao ponto O.



Aplicando a defini¢ao do momento de uma forga em relagio a um ponto para as
forcas P, Q e R, temos:

para a forga P= M, =P-d,

para a forca Q= M, =Q-d,

para a forga R= M, =R-d,

Como, P=Q=Red; >d, ed; =0, deduz-se que M; > M, > M.

Do exposto, conclui-se que a forca P ¢ mais eficiente para girar a porca que a

forca Q. A for¢a R nio tem tendéncia nenhuma de girar a porca, visto que, seu
momento ¢ zero.

Exemplo

Dado o esquema da figura 1.35, determine os momentos das forgas em relagao
ao ponto O.

F,=10N

F;=30N
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Figura 1.34
Aplicagdo de forcas na
extremidade de um
elemento fixo em O.

Figura 1.35
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Solugao

A distincia do ponto O 2 linha de agdo da for¢a F, é:

d=20cm=0,2m

Assim,

M,=F,-d;=10-20=200 N-cm

M, =F,-d, =20-50-sen30° = 500 N-cm

M;=F;d;=30-0=0

O momento de uma for¢a em rela¢io a um ponto é uma grandeza vetorial e tam-
bém pode ser denominado torque.

Por serem as forgas coplanares (pertencentes ao mesmo plano), definimos apenas
a intensidade e uma convencio de sinais.

|.4 Tipos de carga e apoio

Até agora foram discutidos alguns conceitos, como aplicagoes de calculo ve-
torial, leis da fisica cldssica (leis de Newton) e nocoes de sistemas de unidades
(Sistema Internacional e Sistema Técnico de unidades).

Nesta se¢io, vamos discutir com maior profundidade a classificagio das cargas
em estruturas estdticas e caracteristicas dos tipos de apoio.

|.4.1 Tipos de carga

Existem diversas classificagdes para as cargas que atuam em estruturas. Uma
delas leva em conta os seguintes fatores: distribuigao, posi¢ao, tempo de agao,
intensidade e forma de aplicacio.

Quanto a distribuicao

As cargas que atuam em estruturas podem ser concentradas ou distribuidas.

As cargas sio concentradas quando teoricamente agem sobre um ponto da es-
trutura conforme indicado na figura 1.36.

Assim, podemos considerd-las concentradas sempre que agirem sobre uma su-
perficie de dimensoes sensivelmente reduzidas em comparagao com as demais
dimensées da estrutura.

Por convengao, as cargas concentradas sio representadas por letras maitsculas

P,Q W, XY, Zetc.).



As cargas sao denominadas distribuidas quando atuam sobre extensao relevan-
te em relacio as demais dimensoes da estrutura.

A carga pode ser considerada linearmente distribuida se a espessura da faixa
de distribuicio de cargas for desprezivel em comparagao com as dimensoes da
estrutura, conforme mostrado na figura 1.37.

Exemplo de uma carga uniformemente distribuida pode ser o préprio peso de
determinada estrutura.

As cargas distribuidas sao usualmente representadas por letras mindsculas (p, Q,
W etc.).

p =2 kN/m

[Xn)

€/2
£=5m

Os carregamentos distribuidos podem ser substituidos por cargas concentra-
das equivalentes. O carregamento p = 2 KN/m descrito na figura 1.37 pode ser
substituido por um carregamento equivalente P, localizado em G (centro do
carregamento), igual, neste caso, ao valor da carga distribuida multiplicado pelo
comprimento do carregamento.

Portanto:
P=p-/=2-5=10=P=10kN

Outro caso bastante comum ¢é uma carga distribuida em forma triangular, con-
forme indicado na figura 1.38. A carga equivalente a esse carregamento pode ser

obtida por:

p-a-f
2

Figura 1.36
Cargas concentradas
em pontos de uma
barra horizontal.

Figura 1.37
Carga linearmente
distribuida.
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Figura 1.38
Carregamento distribuido
em forma triangular.

[ Xn]
Q

/13

Exemplo

Seq=5kN/me /=3 m, temos:

_5x3

P =75 = P=75kN

Quanto a posigao

Nessa classificagio, as cargas podem ser fixas ou méveis.

As cargas sio fixas quando sua posicdo ¢ invaridvel na estrutura, por exemplo, o
peso préprio de uma viga.

As cargas sao méveis quando sua posicdo ¢é varidvel na estrutura, como no caso
de um elemento que se desloca em uma ponte rolante.

Quanto ao tempo de agio
Quanto ao tempo de agio, as cargas podem ser permanentes ou transientes.

Sao permanentes as cargas que agem durante todo o tempo de vida da estrutu-
ra. Exemplo: peso proprio dos elementos da estrutura.

Sdo transientes as cargas que atuam sobre as estruturas apenas durante certos
intervalos de tempo. Exemplo: a¢io do vento.

Quanto a intensidade
Neste caso, as cargas podem ser constantes ou varidveis.

Sao constantes as cargas que mantém a mesma intensidade ao longo do tempo.
Exemplo: carga no suporte de um televisor fixo na parede.

Sao varidveis as cargas que mudam com o tempo, como o peso suportado por
uma escada rolante.
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Quanto a forma de aplicagao

As cargas podem ser estdticas ou dinimicas.

Sao estdticas as cargas que, ap6s a aplicagao inicial, praticamente nao variam
com o tempo. Exemplo: o peso da parede em uma viga.

Sao dinamicas as cargas aplicadas instantaneamente com seu valor méximo, po-
dendo ou nio ser alternadas ou ciclicas. Exemplo: em um motor de combus-
to interna, a transferéncia de energia oriunda da queima do combustivel para o
virabrequim.

1.4.2 Tipos de apoio

Denominamos apoios ou vinculos os elementos de construgio que impedem
certos movimentos de uma estrutura.

Os tipos usuais de apoio externo nas estruturas planas sio:

* apoio simples ou mével;
* apoio fixo articulado;
* apoio engastado ou engastamento.

Apoio simples ou moével

Esse tipo de apoio impede o movimento apenas na dire¢iao normal ao plano de
apoio e fornece uma tnica rea¢io de apoio. A figura 1.39 mostra alguns exem-
plos: cabos, carrinho, roletes e dispositivos deslizantes sobre superficies lisas, en-

tre outros.
Figura 1.39
2 Exemplos de apoios mdveis.
. Cabo
A representagdo esquemdtica ¢ feita conforme figura 1.40.
Figura 1.40

Representacdo esquemadtica
de apoios mdveis.

Plano de apoio Plano de apoio
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O plano de apoio Observe que esse tipo de apoio nao possui restrigio ao movimento na diregao do

refere-se ao plano plano de apoio, portanto, nio terd reagio nessa direcio.
em que age a carga.

No caso do cabo

de agco com a carga
suspensa, o plano
que a suporta é

o teto. Como se
trata de corpos em
equilibrio, ela ndao
deve oscilar, e o
cabo permanece na
direcdo vertical.

Apoio fixo articulado

Esse tipo de apoio impede o deslocamento em qualquer diregao, entretanto
permite rotagao.

A reagao de apoio é decomposta no plano de apoio e na normal ao plano de
apoio. Portanto, podemos dizer que o apoio fixo impede o movimento de trans-
lagao na diregdo normal e paralela ao plano de apoio, fornecendo duas reagées.

Existem diversos tipos de apoio fixo articulado, como a dobradica e o rolamento
bloqueado, ambos esquematizados na figura 1.41.

Figura 1.41
Exemplos de apoio

fixo articulado.
| _Rolamento

/é{L

A representagio simbdlica ¢é feita conforme mostra a figura 1.42.

Figura 1.42
Representacao simbdlica N
de elementos articulados.

Plano de apoio

Apoio engastado ou engastamento

Esse tipo de apoio impede qualquer possibilidade de movimento, portanto, no
apoio temos rea¢io ¢ momento. Como exemplo citamos uma barra fixa a uma
parede, submetida a uma for¢a externa F, conforme figura 1.43.

Figura 1.43

Barra fixa a uma Ay
parede submetida a | R
M s] E
uma forca externa. N
Fav | YA




Observe que, no apoio A, a rea¢ao pode ser decomposta na dire¢ao X e y (repre-
sentadas por Fp, e FAy), e o momento, M, foi representado impedindo uma ro-
tacdo da barra. Portanto, dizemos que esse tipo de apoio fornece trés restrigoes
de movimento. Exemplos sdo as juntas soldadas, rebitadas, parafusadas etc.

A representagio simbdlica ¢ indicada na figura 1.44.

22

N

A\

[.4.3 Exemplo de aplicacio

A figura 1.45 mostra um dispositivo mecanico giratério utilizado em uma méqui-
na de usinagem conhecida por torno. Esse dispositivo é normalmente empregado
quando se deseja usinar pegas com comprimento muito maior que o didmetro.

Nessa figura, nota-se que o eixo é apoiado em dois pontos, A e B, suportados por
rolamentos. Dada a caracteristica de montagem desse dispositivo, é possivel ob-
servar que o ponto A é um apoio fixo e B ¢ um apoio mével.

L

WA /
ul %//// .\\

|.5 Reag¢des de apoios no plano

Nesta se¢io, estudaremos as reagoes de apoio no plano, especificamente em um
elemento do tipo viga quando submetida a carregamentos externos.

A estrutura elementar em mecinica ¢ a viga, que nada mais é que uma barra
prismdtica, reta e longa.

[.5.1 Equagdes de equilibrio

Para que haja equilibrio, o somatério das forcas e momentos em determinada
estrutura deve ser nulo.

Figura 1.44
Representacao simbdlica
de junta engastada.

Figura 1.45
Dispositivo giratério
de um torno.
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Figura 1.46
Exemplo de estruturas
isostdticas:

a) viga biapoiada;

b) trelica.

Admitindo uma estrutura qualquer que possui carregamentos, contida no pla-
no cartesiano, escolhe-se um ponto arbitrdrio nessa estrutura. Caso a estrutura
esteja em equilibrio, obrigatoriamente o somatdrio das forgas na dire¢io da or-
denada ou da abscissa nesse ponto deve ser nulo (XF, = 0 e ZF, = 0), bem como
o somatério dos momentos no mesmo ponto também deve ser nulo (EM = 0).

As convengoes de sinais para o sistema cartesiano ortogonal sao:

a) As forcas na diregdo X sdo positivas se seu sentido for concordante com
o sentido do eixo X, ou se forem voltadas da esquerda para a direita.

b) As forgas na diregdo Y sdo positivas se seu sentido for concordante com
o sentido do eixo Y, ou se forem voltadas para cima.

o) O momento M ¢ considerado positivo, quando tende a girar no sentido
anti-hordrio.

I.5.2 Classificacdao das estruturas

Estrutura é o conjunto de partes resistentes de uma construgio. As estruturas
podem ser classificadas de acordo com o modo como sio apoiadas, ou seja, em
isostdticas, hiperestdticas e hipoestdticas.

Uma estrutura ¢ classificada como isostdtica, quando os esforcos reativos (rea-
¢oes de apoio) podem ser determinados em fungio dos esforgos ativos (cargas ex-
ternas aplicadas), somente utilizando as equagées de equilibrio dos corpos rigidos.

A figura 1.46 mostra exemplos de estruturas isostdticas.
Tanto a viga AB como a trelica ABCD indicadas na figura 1.46 possuem reagdes

de apoio que podem ser determinadas, pois o sistema ¢ determinado com trés
equagoes de equilibrio de trés incégnitas (X, Ya, Yp).

> B
v %B

<
W
S

a) b)




Nos casos em que o nimero de esforgos reativos é maior que o niimero de equa-
¢oes da estdtica, nao é possivel determinar o sistema, e nesse caso diz-se que a
estrutura ¢ hiperestdtica.

A figura 1.47 mostra exemplos de estruturas hiperestdticas.

A Z B X S c}/ X
XA: B - §TA B
- D -
%, % Ya %
Ya Y Ys
a) b)

Na figura 1.47a, a viga é sustentada por dois apoios fixos, de modo que temos
quatro reagoes (Xp, Ya, Xg,Yp).

A estrutura é hiperestdtica porque o niimero de incégnitas é maior que o nimero
de equagoes (trés) da estdtica. Diz-se que o sistema é uma vez hiperestitico, ou
que possui grau 1 de hiperestaticidade.

Na figura 1.47b, a viga apresenta uma extremidade engastada e a outra articu-
lada. Nesse caso, diz-se que o sistema possui grau 2 de hiperestaticidade, pois
apresenta cinco incégnitas. Trés delas (X,, Ya, M,) referentes ao apoio engas-
tado e duas (Xg, Yp) referentes ao apoio fixo, isto ¢, duas a mais em relagio ao
nimero de equagoes da estdtica.

Finalmente, sao hipoestdticas as estruturas cujo nimero de reagoes de apoio é
menor que o nimero de equagdes da estdtica.

A figura 1.48 é um exemplo de estrutura hipoestdtica, cuja viga estd sob dois
apoios méveis. Dessa forma, o nimero de incdgnitas (dois) é menor que o nd-

mero de equagoes (trés) da estdtica.

Esse tipo de estrutura ¢ instdvel e pouco usado.

B
A B

Ya Ys

1.5.3 Célculo das reagdes de apoio

Exemplos

1. A viga ¢ apoiada em um rolete em A e em uma articulagdo fixa em B, confor-
me esquema indicado na figura 1.49. Desprezando o peso da viga, determinar as
reagdes nos apoios A e B.

Figura 1.47
Exemplos de estruturas
hiperestdticas:

a) estrutura com grau

| de hiperestaticidade;
b) estrutura com grau 2
de hiperestaticidade.

Figura 1.48
Exemplo de viga
hipoestdtica.
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Figura 1.49
Viga apoiada em rolete
e em articulagio fixa.

Antes de iniciar a solu¢io do problema, deve-se adotar o seguinte procedimento:

* analisar os tipos de apoio e indicar com vetores as reagdes de apoio;
e verificar se a estrutura ¢ isostdtica; se for, teremos trés incégnitas e trés equa-
¢oes de equilibrio e, portanto, uma tnica solugio.

l20 kN 10 kN

20 cm 20 cm

‘ 20 kN 10 kN
A B X8

15 kN

10 cm

\

< :
>
—

Ys

Solucio

Sugestdo: desenhar a viga simplificada com carregamentos ativos e reativos, eli-
minando os apoios.

Aplicando as trés equagoes de equilibrio, temos:

a) XF, =0 =X;-15=0= X; =15kN

b) XF, =0=Y, +Y;-20-10=0=Y, +Y; =30kN

o XM, =0=-20-20+Y;-40-10-50=0=

= -400+Y;-40-500=0=

=Y;-40=900=Y, :%: Y; =22,5kN

d) SM; =0=-Y,-40+20-20-10-10=0=-Y,-40+400-100=0=

Y, 40--300=Y, =20 v —7,5kN
40

Outra forma seria substituir Yg na equac¢io 2, e o resultado seria o0 mesmo.

2. Calcular as reagdes nos apoios A e B em uma barra com cargas concentradas,
conforme esquema na figura 1.50:
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Figura 1.50
2 kN l4 kN . Barra com cargas
JKNY A e concentradas.
T .
2cm 2cm 2cm
a) XF, =0 = X; -1=0= X; =1kN
b) XF, =0=Y,+Y;-2+4=0=Y, +Y; =6kN ()
OXM,=0=VY4+2:2-4-2=0=Y34+4-8=0=2Y-4=4=
= Yg=1kN (II)
Substituindo (II) em (I), temos:
Y,+1=6=Y, =5kN
3. Calcular as reagoes nos mancais no eixo da figura 1.51.
Solugio
Inicialmente simplifiquemos a viga ¢ os apoios, conforme figura 1.51b.
Figura 1.51

a) Eixo e mancal;
300 kgf o
l b) esquema simplificado

=t da viga e dos apoios.

a) 100 mm 200 mm

l3oo kgf

100 mm 200 mm

B
)
|
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Aplicando as equagdes de equilibrio, temos:

a) 2F, =0= X, =0 (nfo h4 solicitagao externa na dire¢ao horizontal)

b) XF, =0=Y,+Y;-300=0=Y, + Yy =300 kgf (I)

0 x2M,=0=1Y;-300-300-100=0= Y, -300=30000=
30000

=Y. = =Y. =100 kgf (II
5 =300 B gf (1)

Substituindo (II) em (I), temos: 100+ Y, =300 =Y, =200 kgf

4. Determinar a reac¢io na base do suporte horizontal de ferro fundido, fixado
por parafusos, conforme indicado na figura 1.52.

Solugio

Substituimos o suporte por uma viga em balango engastada em A.
a) XF, =0=X, =0

b) XF,=0=Y, +400-600=0=Y, =200N

0 xM,=0=-M, -400-200+600-400=0= M, =160 000 =

=1,6-10°N-mm
Figura 1.52
Suporte de ferro fundido
fixado por parafusos.
qa
lGOO N
T400 N
200 mm 200 mm
I I
Ma
f\ 600 N
4 _A Y
—>

<

>

&k
—>
=

T400 N
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5. Calcular as reagoes nos apoios A e B, com carregamento que apresenta cargas
concentradas e distribuidas no eixo, como indicado na figura 1.53.

Figura 1.53
Carregamento com cargas
concentradas e distribuidas.

2 kN 16 kN
Carregamento
3 kN \|r A B | com os esforcos
g T T ;(B externos ativos e
Ya Ys reativos
1m ‘ 2m 2m ‘

Solugao

Inicialmente é necessdrio substituir a carga distribuida por uma carga concen-
trada, localizada no centro de gravidade do carregamento distribuido.

P=p-q=3-2=6kN

Aplicando as equagdes de equilibrio, temos:

a) 2R =0=X;+3=0= X; =-3kN

O valor negativo obtido no somatério das forgas na direcao X indica que a rea-
¢ao de apoio Xg possui sentido oposto ao adotado inicialmente. Se desejarmos
dimensionar esse eixo, a reacdo deverd ser corrigida.

b) XF, =0=Y,+Y;-2-6=0=Y, +Y; =8kN

XM, =0=>Y;-442-1-6-2=0=Y,;-4+2-12=0>

:>YB-4=10:>YB=%:>YB=2,5kN

d EM;=0=-Y,-4+6-2+2-5=0=-Y,-4+12+10=0=
22
:—YA-4=—22:YA=T: Y, =955kN

A equagio b pode ser usada para verificar os valores obtidos de Yae Y.
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6. Dada uma viga com carregamento indicado na figura 1.54, calcular as reacoes

nos apoios.
Figura 1.54
Viga com carregamento
triangular.
p = 5 kN/m
G 2 kN
A Y B
1 1
7
| 3m 1m Tm ‘
75 kN 2 kN
A B
YAT TYB
| 2m 2m Tm |

Solucao

Inicialmente, substituimos a carga distribuida por uma carga concentrada em
seu centro de gravidade G.

P=%£=5—'3:7,5KN

Aplicando as equagoes de equilibrio, temos:

) XF, =0=Y,+Y;-75-2=0=Y, +Y; =9,5kN

b) XM, =0=-7,5-2-2-4+Y;-5=0=-15-8+Y;-5=0=
:>YB=§:> Y; =4,6 kN

) XM, =0=2-1+7,5-3-Y, -5=0=2+225-Y,-5=0=
=-Y, 5=-245=Y, =4,9kN
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7. Para a estrutura indicada na figura 1.55, calcular as reacoes nos apoios A e B.

Figura 1.55
500 kqf Esquema proposto para
__Cy 200 kaf o sétimo exemplo.

15 cm

300 kqf

20 cm | 20 cm 30 cm ‘

Aplicando as equagdes de equilibrio para a estrutura, temos:
a) XF, =0= X; -200 =0 = XB =200 kgf
b) XF, =0=Y, +Y; -300-500=0=Y, =Y, =800 kgf
o XM, =0=Y;-50+200-15-500-20+300-20=0=
= Yz -50+3000-10000+6000=0=Y,-50=1000= Y, =20 kof
d) XM, =0=-Y, -50+300-70+200-15+500-30=0=
=-Y, -50+21000+3000+15000=0 = -Y, -50=-39000 =
=Y, =780 kgf
A equagio & pode ser utilizada na verificagdo das reagées verticais.
8. Um suporte ¢ solicitado por uma carga de intensidade P, conforme indicado

na figura 1.56. Calcular as reacoes nos apoios A e B e sua resultante. Considerar
a massa do suporte desprezivel.

Figura 1.56

Suporte solicitado

por carga P.

80cm

60 cm
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Solucio

A figura 1.56 mostra que essa estrutura possui dois tipos de apoio, articulagio (A) e
mével (B).

Aplicando as trés condi¢des de equilibrio, temos:
) XF=0=>X,-X;=0=X, =X;
b) ZFy =0=Y,-P=0=Y, =P
_60P 3

O IM, =0=>X,-80-P-60=0=X,=——="P - X, =0,75P
80 4

Substituindo Xg na equagio 4, temos:
X, =X;=0,75P

A figura 1.57 mostra a reagio no apoio A (Ry):

Figura 1.57

PA

Ra

»lw
vy

2
Ri:PHGPJ =P2+%P2=%P2:>RA=%P:>RA:1,25P
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Figura 1.58

Arcos de circunferéncia

AB e BA.

ara complementar este trabalho, foram incluidas algmas se¢oes refe-

rentes 3 matemdtica fundamental e a sistemas de unidades.

O conhecimento prévio de tais contetdos auxiliard no desenvolvi-
mento de tépicos referentes & mecanica bésica.

|.6 Trigonometria

A trigonometria, por definigao, é o estudo das propriedades dos tridngulos, das
fungées trigonométricas e suas aplicagoes.

Nos itens que seguem sdo indicadas algumas relagdes trigonométricas tteis a
mecinica bdsica.

1.6.1 Circunferéncia

Uma circunferéncia de raio I possui comprimento (perimetro) iguala C=2m-r,
ou C =r-d, uma vez que o didmetro (d) ¢ igual a duas vezes o raio.

Para qualquer circunferéncia, a divisio do perimetro por seu didmetro re-
sulta em uma constante representada pela letra grega m, cujo valor ¢ igual a
3,141592653589... Ou seja, T ¢ um nimero irracional, de forma que possui in-

finitas casas decimais.
Para a maioria dos cdlculos, T= 3,14 pode ser considerada uma aproximagao razodvel.

A circunferéncia indicada na figura 1.58 possui dois pontos, A e B, contidos em
seu perimetro, de modo que obtemos dois arcos de circunferéncia: AB e BA .
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Para medirmos o arco, vamos nos restringir a duas unidades: o grau e o radiano.

* grau (simbolo °): o arco unitdrio de comprimento igual a '/34 da circunfe-
réncia que contém o arco;

* radiano (simbolo rad): o arco unitdrio que possui comprimento igual ao
raio da circunferéncia que contém o arco, conforme indicado na figura 1.59.

Figura 1.59
B Radiano: arco que
. possui comprimento
igual ao do raio.

Sabendo que o comprimento da circunferéncia é C = 27r e supondo que o raio
re o arco AB tém a mesma medida de 1 radiano, concluimos:

C=2rnrad

Com base nesse dado, podemos estabelecer a seguinte correspondéncia para con-
versao de unidades: 21 rad é equivalente a 360°.

Em consequéncia das defini¢coes, podemos obter as relacoes:

Grau (°) 360° 180° 90° 60° 45° 30° 0°
I T T I
Radianos (rad) 2n E = — = = 0
2 3 4 6
Exemplo

Converter em radianos o angulo de 60°.
Solucao

Como as medidas sao diretamente proporcionais, pode-se estabelecer a seguinte

relacao:
180°-n rad 60°. 1 -
> o=———=a=—rad
60°-arad 180° 3

T
Portanto, 60° correspondem a g rad.
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1.6.2 Ciclo trigonométrico

Ciclo trigonométrico, como pode ser observado na figura 1.60, ¢ uma circunfe-
réncia a qual se associa um sistema cartesiano ortogonal com origem no centro

O e cujo raio ¢ unitdrio.

Figura 1.60

Ciclo trigonométrico. .

29 19
Quadrante | Quadrante
0 X

39
Quadrante

A convengao usual de sinais em um ciclo trigonométrico é dada conforme mos-

tra a figural.6l.

Figura 1.61
Convencido de sinais

dos arcos em um ciclo
trigonométrico. B
Anti-horario

A X

Horario

"

1. Adota-se o ponto A como ponto de origem e B ou C como extremidade do

percurso de qualquer arco trigonométrico.

2. Consideram-se positivos os arcos gerados no sentido anti-hordrio e negativos

os arcos gerados no sentido hordrio.
Portanto: AB ¢ positivo e AC ¢ negativo.

|.6.3 Seno e cosseno

O seno e o cosseno sao fungoes trigonométricas bastante utilizadas para descre-

ver comportamentos ondulatérios.
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Nesta se¢do, apenas o primeiro e o segundo quadrantes serdo desenvolvidos.

Em um plano cartesiano arbitrdrio, tragamos um arco de comprimento . (alfa)
varidvel, conforme podemos observar na figura 1.62.

Definimos como seno do arco 0. sua projegdo no eixo das ordenadas, cujo com-
primento ¢ igual a OP, (OP, £ 1, uma vez que é menor ou no maximo igual
ao raio).

Analogamente, definimos como cosseno do arco 0O sua proje¢ao no eixo das abs-
cissas, cujo tamanho ¢ igual a OP, (OP, < 1, uma vez que é menor ou no m4-
ximo igual ao raio).

Figura 1.62
sen o sen a Arco varidvel no ciclo
trigonométrico.
o
8P,
A
cos o

Concluimos que, caso 0 pertenga ao primeiro ou ao segundo quadrante,
0=o=< Tl:), o seno desse arco serd positivo ou igual a zero. Jd o cosseno de o
é positivo se 0 < O < ™/, e negativo caso "/, < 0L < T.
O desenvolvimento das fungdes seno e cosseno em relagao a variagao do angulo
0. (de zero a ™/,) é indicado na figura 1.63. Note que a fungio cosseno é defasada
de ™/, em relacio A senoidal e ambas possuem amplitude igual a + A.

Figura 1.63

Gréfico das funcoes

v Seno e cosseno para o.
Coro variando de zero a 2.
0 f
m m 3m 2n a
2 2
Sen(a)
V-
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Figura 1.64

Se o triangulo é —
retangulo, entdo

o quadrado da
hipotenusa é igual a
soma dos quadrados
dos catetos (teorema
de Pitagoras)
a?=b?+c%.

Redugio do 2° ao |° quadrante

Asena

Dados:
* O arco 0, tal que g<(x<n.
* O ponto P’do ciclo é simétrico de P em relagao ao eixo dos senos.
Deduz-se que:
a+Pp=n=>P=nt-a
e consequentemente:
sena=senf=sen(n—a)
cosa =-CosP=-cos (n—a)

1.6.4 Triangulo retangulo

O tridngulo é retangulo quando um de seus 4ngulos internos é reto, conforme

Figura 1.65
Triangulo retangulo.

mostra a figura 1.65.

hipotenusa

cateto
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Na figura:

* a = medida do lado @
* b = medida do lado AC
* ¢ = medida do lado AB

O lado BC, oposto ao angulo reto, é chamado hipotenusa, ¢ os lados AB ¢
AC, adjacentes ao Angulo reto, sio chamados catetos do tridngulo ABC.

Para simplificar, diremos que o tridngulo retingulo ABC tem hipotenusa a e
catetos b e C.

Exemplo

Para o triAngulo proposto na figura 1.66, determinar a medida a:

Figura 1.66

B Exemplo de cdlculo
proposto de acordo com
o teorema de Pitdgoras.

a? =82+ 62 =64 + 36 = 100
~a2=100=a=10

[.6.5 Relagbes trigonométricas para o triangulo retangulo

Fixando o 4ngulo agudo o, conforme mostra a figura 1.67, temos:

Figura 1.67
B Exemplo de tridngulo
retangulo com angulo
a c agudo o arbitrdrio.
o
C b - A

1. Seno do 4ngulo agudo o ¢ a relagio entre o cateto oposto ao angulo e a
hipotenusa.
_ ¢ _ cateto oposto

a  hipotenusa

sen o
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2. Cosseno do dngulo agudo o ¢ a relagao entre o cateto adjacente ao 4dngulo e
a hipotenusa.

b cateto adjacente
coso =—=

a hipotenusa

3. Tangente do Angulo agudo ot ¢ a relagio entre o cateto oposto ao 4ngulo e o
cateto adjacente ao 4ngulo.

c _ cateto oposto
b cateto adjacente

tga =

Exemplo

Dado o tridngulo retdingulo ABC indicado na figura 1.68, calcular sen o, coso
e tgo.

Figura 1.68
Triangulo retangulo para e
exemplo de célculo.

sena=§:0,6; cosa=i=0,8; tgoc=§:0,75
5 5 4

Na tabela 1.1, sao indicadas algumas relagdes trigonométricas.

Tabela 1.1

Rela¢des trigonométricas

1 J2 J3
seno 0 — - 2 |
2 2 2
B 1
cos 0., | - = — 0
2 2 2
tgol 0 g | \/5 A
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Considerando o tridngulo retAngulo ABC indicado na figura 1.69:

Figura 1.69
Relagdes trigonométricas
dteis.
C
B
n ‘ m
I
a
as seguintes relagoes sio validas:
* b*=a-m
*c’=a-n
*h?=m-n
*b-c=a-h
|.6.6 Lei dos senos
Em um tridngulo qualquer, a relagdo entre cada lado e o seno do 4ngulo oposto
¢ constante e igual 3 medida do didmetro da circunferéncia circunscrita.
Demonstragio
Consideremos um tridngulo ABC qualquer, inscrito em uma circunferéncia de
raio R, conforme mostra a figura 1.70.
Pelo vértice B, tracemos BA’, que corresponde ao didmetro. Liguemos A’ com C,
formando o tridngulo A’BC, que ¢ retingulo em C por estar inscrito em uma
semicircunferéncia.
Figura 1.70

Esbogo para demonstragao
da lei dos senos.

Os angulos oL e o sao congruentes, porque sio Angulos inscritos, aos quais corres-
ponde o mesmo arco BC.
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Sabemos que 2R = d, em que d é o didmetro da circunferéncia. Pelas relagoes
trigonométricas j4 vistas, temos:

a
A A'BC, retingulo = R sena’ =sena

=2R =
sen o sena

a
—=senoa =
2R

Analogamente, temos:

b_dec

= =d
sen f3 sen vy

Concluimos que, para qualquer angulo interno, conforme indicado na figura
1.71, temos:

a b ¢
sena senf seny

Figura 1.71
Generalizagdo para
a lei dos senos. A

B v
BTL\ a /JTc

|.6.7 Lei dos cossenos

Em um tridngulo qualquer, o quadrado da medida de um lado ¢ igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados, menos duas vezes o produto das me-
didas dos dois lados pelo cosseno do 4ngulo que eles formam.

Demonstragio

1. Consideremos um triingulo ABC qualquer, para o < 90°, conforme indicado
na figura 1.72.

Inicialmente, tragamos uma reta BD perpendicular a AC. Obtemos no trian-
gulo retingulo BDC a seguinte relagao:

a’=n*+h? (I)




Figura 1.72
Primeiro esbo¢o para
demonstracao da

lei dos cossenos.

Rela¢io andloga pode ser obtida no tridingulo BDA:

?=m?+h? = h?=c?-m? (I

Notamos que a dimensio b é a composi¢ao de M mais N, de modo que:
n=b-m (Il

Substituindo as equagoes (II) e (III) em (I), obtemos a seguinte relagao:
al=(b-mP+ct-m? = a?2=b?-2bm+m?+c2-m? =

= a’=Db*+c?-2bm

Entretanto, sabemos que para o tridngulo BAD a dimensao m ¢é:
m=C-COS &

Dessa forma, concluimos que a% = b? + ¢ — 2bc-cos a

2. Para o tridngulo ABC fornecido pela figura 1.73, sabe-se que o angulo ¢ com-
preendido entre 90° < o < 180°. Analogamente & demonstragio anterior, temos:

Figura 1.73
Segundo esboco para
demonstracdo da

lei dos cossenos.

APENDICES




MECANICA |

Figura 1.74
Generalizacao para
lei dos cossenos.

Tracemos uma reta BD perpendicular a AC . Obtemos no triingulo retdngulo
BCD a seguinte relagao:

a?=n?+h? (I)

O mesmo pode ser obtido no tridngulo BAD:

h?=c?-m? (II)

Temos também: n =b + m (III)

Substituindo as equagoes (II) e (III) em (I), obtemos a seguinte relagao:
al=(b+myP+ct-m’=a’?=b2+2bm+m?+c?-m?>=

= a’?=Db?+c?+ 2bm

Entretanto, sabemos que, para o triangulo BAD, a dimensao m pode ser obtida
da seguinte forma:

m
—=c0s180°-a=>m=c-cos180°-o =m=-c-cosa
c

Dessa forma, concluimos que a’=b?+c?-2bc-cosa.

Analogicamente, provamos que, para um triangulo qualquer, conforme mostra
a figura 1.74, temos:

b® =a®+c® —2ac-cos B

c*=a’+b’-2ab-cosy
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Exemplo

Para o tridngulo indicado na figura 1.75, determinar a dimensao a.

Figura 1.75
Problema exemplo
c para lei dos cossenos.

120°

Solucio

Adotando a notagio da figura acima e aplicando a lei dos cossenos, temos:

a’=b%+c?-2bc-cosa

a’=3%2+5-2.3.5.c0s120°=
—a?-9+25-30-(-0,5)=34+15=

—=a’=49=a=7

|.7 Poténcias de dez

Nesta secao, abordaremos o emprego da poténcia de dez, a im de reduzir a
¢ 8

quantidade de algarismos e facilitar operacoes matemdticas, e também indicare-

mos como representd-la utilizando notagao cientifica.

|.7.1 Poténcia de expoente inteiro nio negativo

Por defini¢dao, dado um niimero real @ (base) e um nimero inteiro N (expoente)
maior que 1, define-se a poténcia enésima de a pela relagao:

a"=a-a-a-...-a
%—J
n fatores

O simbolo a" representa o produto de n fatores iguais a @, em que

(aeR, neZen=>1).
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Paran =0 en =1, adotam-se as seguintes defini¢oes especiais:

a'=a
a’=1
Exemplos

1.2°=2-2-2-2:2
2.10=10-10-10-10-10-10

|.7.2 Poténcia de expoente inteiro negativo

Dado um ntimero real a, nio nulo, e um ndmero N inteiro (N € N), define-se a
poténcia @™ pela rela¢io:

a’”:in (a==0)
a

Na relagio, a'= 1 ¢ chamado de inverso ou reciproco do niimero.
a
Exemplos
~ 17 1 5 1 1
1.2°%=—=-=0,125 2.10° =—=——+-=0,01
2> 8 10> 100

1.7.3 Poténcia de expoente racional

Quando o expoente é um ntimero do tipo ™/,, em que M ¢ um ntimero inteiro
qualquer e N um nimero natural e a base @ > 0, define-se poténcia de base a e
expoente ™/, pela relacao:

= 1 1
263 =467 ==L
52 \25

2
3.10°% = 3102 = 3100
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|.7.4 Propriedades das poténcias

Admitindo satisfeitas as condicoes de existéncia das poténcias em cada caso, sao
vélidas as seguintes propriedades:

P1am-a"=a™*"

P4 (a-b)"=a"-b"

al' a"
ps (2| =2
2] -2

Exemplos
1. 10*-10° =10°*% =10° (P.1)

107
2. —=10""5=10% (P2
10° (P.2)

3. (10%)* =10*° =10° (P.3)

4. (2-10)°=2°-10°=8-10° (P4)

10)° 10°
5. ? =? (PS)

[.7.5 Multiplos e submultiplos decimais

Em algumas situacoes é conveniente expressar nimeros com menor quantidade
de algarismos. Sendo assim, utiliza-se a forma de poténcia de dez e adiciona-se
um prefixo anteposto a unidade. Apresentamos abaixo alguns multiplos e sub-
multiplos decimais na forma de poténcia de 10, e a denominagao dos prefixos
correspondentes.
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I T

1 000000000 = 10° giga

1 000000 = 10¢ mega M
Multiplos 1000 = 10° quilo k

100 = 10? hecto h

10=10 deca da

10°= 1 unidade no SI

0,I =10 deci d

0,01 =10 centi c

Submiuiltiplos
0,00l = 107 mili m
0,000001 = 10¢ micro u

Exemplos

1.5000000 N =5-10¢N = 5 MN
2.0,005m=5-0,001 m=5-10"m=5 mm

Abaixo seguem exemplos de simplificacoes utilizando a poténcia de dez.
1. 1000000 = 10°

2.0,01 =102

3.100° = (102)? = 10°

4.(0,1) = (10)2 =10

Alguns cdlculos de multiplicagio e simplificagdo utilizando poténcias de dez:
1. 10002-0,012 = (10%)2- (10-2)2 = 108104 = 102

2. 0,13 V100%= (10-")® \(102)* = 103 V108 = 10-3-10-8 = 10-3-8 = 10"
3.6000000 = 6-10°

4.0,002=2-10"3



APENDICES

5.0,0045=45-10*
6.0,025=25.10"

7.25000=25.10°

|.7.6 Notacgao cientifica

A notagio cientifica serve para exprimir de forma condensada valores reais que
possuem diversas casas decimais. Um niimero em nota¢io cientifica pode ser
descrito por:

N-10", em que N é um expoente inteiro e N é tal que 1 <N < 10.

Para exprimir a medida em notagio cientifica, o nimero N deve ser formado por
todos os algarismos significativos.

Exemplo

Utilizando a notagdo cientifica, expressar as dimensées 260s e 0,0045m.
Incluindo todos os algarismos significativos, temos:

2,60-10s¢4,5-10° m.

|.8 Sistemas de unidades
1.8.1 Sistema Internacional de unidades

O sistema de unidades adotado oficialmente no Brasil é o Sistema Internacional
ou, abreviadamente, SI.

Sao sete as unidades fundamentais de referéncia no SI, e cada uma corresponde
a uma grandeza.

Comprimento m metro
Massa kg quilograma
Tempo s segundo
Intensidade de corrente elétrica A ampere
Temperatura termodinamica K kelvin
Quantidade de matéria mol mol

Intensidade luminosa cd candela
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As unidades derivadas sao deduzidas, direta ou indiretamente, das fundamen-
tais. Como exemplo, citamos a seguir algumas importantes unidades mecanicas

derivadas.
Forga N newton
Torque N-m newton-metro
Poténcia 4\ watt
Velocidade m/s metro por segundo
x N
Pressao — ouPa pascal
mZ

Para a medida de Angulos sao adotadas duas unidades suplementares: o radiano
(rad), para Angulos planos, e o esterradiano (sr), para 4ngulos sélidos.

H4 unidades que ndo pertencem ao SI, mas sdo aceitas paralelamente ao SI, sem
restri¢io de prazo. Sao elas: o dia (d), a hora (h), o minuto (min), o segundo (s),
o grau (°), o litro (I) e a tonelada (v).

Grafia dos nomes de unidades

Todas as unidades, fundamentais ou derivadas, quando escritas por extenso de-
vem ter inicial mindscula, mesmo nomes ilustres da ciéncia. Exemplos: newton,
pascal, watt, hertz. E exce¢do a unidade de temperatura da escala Celsius, que se
escreve “grau Celsius” (°C).

Nio sio admitidas partes escritas por extenso misturadas com partes escri-
tas por simbolos para representar as unidades. E errado, por exemplo, escrever
quildmetro/h ou km/hora; o correto é quiléometro por hora ou km/h.

O plural das unidades é obtido simplesmente pelo acréscimo da letra s, mesmo
que se contrariem regras gramaticais. Assim, escrevem-se newtons, pascals, deci-
bels, mols, amperes etc. S0 exce¢des a essa regra as unidades que terminam por
5, X € 2, as quais ndo variam no plural (siemens, lux, hertz).

Se as unidades sao compostas por multiplica¢ao, cujos elementos sao indepen-
dentes, ambos sdo flexionados. Exemplos: newtons-metros, quilowatts-horas.

O mesmo ocorre com as unidades compostas por palavras nao ligadas por hifen:
metros quadrados, milhas maritimas etc.




O denominador de unidades compostas por divisao nao vai para o plural.
Exemplos: radianos por segundo, newtons por metro quadrado, metros por se-
gundo etc. Também nio véo para o plural, em unidades compostas, as unida-
des que sao elemento complementar ligado por hifen ou preposi¢io: anos-luz,
quilogramas-forca, unidades de massa atémica etc.

Todas as unidades, derivadas ou fundamentais, admitem multiplos e submal-
tiplos simbolizados pela adi¢io de um prefixo anteposto a unidade. Exemplos:
MPa, daN, pm.

Grafia dos simbolos de unidades

Os simbolos sio escritos com letras mindsculas, exceto quando se trata de
nome de pessoa.Exemplos: m para metro, s para segundo, N para newton, Pa
para pascal, Hz para hertz etc.

Nas unidades compostas, os simbolos devem ser escritos um em seguida do ou-
tro, separados ou nao por um ponto de multiplicagao. Exemplos: Nm ou N-m
(newton-metro); kWh ou kW-h (quilowatt-hora).

Simbolos nunca flexionam no plural. Assim, 30 metros deve ser escrito 30 m, e
nao 30 ms.

O simbolo de uma unidade que contém divisdo pode ser escrito por qualquer
destas trés formas:

N - m?/kg

ou N-m?kg=

N-m?
ou .

kg®

1.8.2 Sistema MKS

Na mecanica, qualquer grandeza pode ter sua unidade dada pela combinacio
das unidades de comprimento, massa e tempo.

O sistema de unidades formado pelo conjunto dessas unidades recebe o nome de
Sistema MKS (M de metro; K de quilograma ¢ S de segundo).

Nesse sistema, algumas unidades derivadas tém nomes especiais: para a forca,
newton; para a pressio, pascal e para a energia, joule.

|.8.3 Sistema MK*S

Forca, comprimento e tempo sio as grandezas fundamentais no MK*S, também
chamado de Sistema Técnico de unidades. A sigla MK*S representa M de metro,
K* de quilograma-forca (simbolo: kgf) e S de segundo.
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1.8.4 CGS

O sistema CGS tem como unidades fundamentais o centimetro, o grama ¢ o
segundo.

A for¢a é uma grandeza com unidade derivada, definida no CGS como:
cm

1 unidade de forca=1g-1—-
S

Essa unidade de forga é chamada de dina.




